
完全正則空間における微細一様構造

本稿の目的は、任意の完全正則空間に対し、その空間上のすべての実数値連続関数を一様連続たらしめるような「最大の
一様構造（微細一様構造）」を厳密に構成し、その性質を証明することにある。さらに、空間がコンパクトHausdorff空間
である場合には、位相から一様構造がただ一つに定まること（一様構造の一意性）についても自己完結的に解説を行う。

1. 基礎定義：位相、一様性、完全正則性

1.1 フィルターによる一様構造の定義

定義 1.1（一様構造）  集合  上の一様構造とは、直積集合  上のフィルター （すなわち、  であり、
上方集合かつ有限交差について閉じている集合族）であって、以下の公理を満たすものである。

1. 任意の  に対し、対角集合  である。

2.  である。

3. 任意の  に対し、ある  が存在して  を満たす。
ここで  である。

 の元を近縁 (entourage) と呼ぶ。また、  と  に対し、  は  の近傍系を形成
し、これにより  に一様位相が定まる。

1.2 完全正則空間の定義

定義 1.2（完全正則空間 /  空間）  位相空間  が完全正則であるとは、任意の閉集合  と、その中に含
まれない点  に対し、ある連続関数  が存在して、

を満たすことをいう。

1.3 擬距離

定義 1.3（擬距離）  集合  上の関数  が擬距離 (pseudometric) であるとは、任意の  に
対して以下を満たすことである。

 （対称性）

 （三角不等式）

擬距離  が積位相  に関して連続であるとき、これを連続な擬距離と呼ぶ。

X X × X U ∅ ∉ U

V ∈ U ∆ = {(x, x) ∣ x ∈ X} ⊆ V

V ∈ U ⟹ V −1 = {(y, x) ∣ (x, y) ∈ V } ∈ U

V ∈ U W ∈ U W ∘ W ⊆ V

W ∘ W = {(x, z) ∣ ∃y ∈ X s.t. (x, y) ∈ W , (y, z) ∈ W}

U x ∈ X V ∈ U V (x) = {y ∈ X ∣ (x, y) ∈ V } x

X

T3 1
2

(X, τ) F ⊆ X

x ∈ X ∖ F f : X → [0, 1]

f(x) = 0 かつ f(F) = {1}

X p : X × X → [0, ∞) x, y, z ∈ X

p(x, x) = 0

p(x, y) = p(y, x)

p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z)

p τ × τ
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2. 完全正則空間の位相再構成

完全正則空間の重要な性質は、その位相  が連続関数の族、あるいは連続な擬距離の族によって完全に「再定義」可能で
ある点にある。これにより、位相構造と一様構造の橋渡しが可能となる。

定理 2.1（位相の再構成）  完全正則空間  において、その位相  は、  上のすべての連続な擬距離の族  に
よって誘導される一様位相と一致する。

証明
擬距離の族  が誘導する位相を  とする。 

1.  の証明：
 の基本開集合は、擬距離  と  を用いた開球  である。  は  に関して連

続であるから、一変数を固定した写像  は -連続である。よって  は -開集合となり、 。 

2.  の証明：
任意の  と  をとる。  は閉集合であり 。 完全正則性より、連続関数  で 

 なるものが存在する。 ここで、擬距離  を定義すると、これは  の連続性
より  に属する。 このとき、  は -開集合であり、  より 

 を意味する。  ならば  であるから、この開球に含まれる点はすべて  に属する。 すなわち
。ゆえに 。 

以上より 。

3. 微細一様構造の構成と一様連続性

3.1 微細一様構造の定義

定義 3.1（微細一様構造）  完全正則空間  において、すべての連続な擬距離の族  を考える。 任意の 

 と  に対し、集合

を基 (base) とするフィルターを、  上の微細一様構造 (fine uniformity)  と呼ぶ。

3.2 連続関数の一様連続性

微細一様構造を導入する最大の動機は、空間上のあらゆる連続関数を一様連続にすることである。

定理 3.2  完全正則空間  に微細一様構造  を導入したとき、任意の連続関数  は、一様空間 

 から （標準的な距離構造）への一様連続写像である。

τ

(X, τ) τ X Pall

Pall τP

τP ⊆ τ

τP p ∈ Pall ϵ > 0 Bp(x, ϵ) = {y ∣ p(x, y) < ϵ} p τ × τ

y ↦ p(x, y) τ Bp(x, ϵ) τ τP ⊆ τ

τ ⊆ τP

U ∈ τ x ∈ U F = X ∖ U x ∉ F f : X → [0, 1]

f(x) = 0, f(F) = {1} p(a, b) = |f(a) − f(b)| f

Pall Bp(x, 1/2) = {y ∣ |f(x) − f(y)| < 1/2} τP f(x) = 0

f(y) < 1/2 y ∈ F f(y) = 1 U

x ∈ Bp(x, 1/2) ⊆ U U ∈ τP

τ = τP

(X, τ) Pall

p1, … , pn ∈ Pall ϵ > 0

V (p1, … , pn; ϵ) =
n

⋂
i=1

{(x, y) ∈ X × X ∣ pi(x, y) < ϵ}

(X, τ) UF

(X, τ) UF f : (X, τ) → R
(X, UF ) R ∣ ∣https://gist.githack.com/genkuroki/13f86ddf66534807d7070d8ff4329bc0/raw/80806ce44e440f8334ff5c2f8c2de8ec6deda70a/完全正則空間の一様構造.html 2026/05/11 18:20

2 / 4ページ



■

証明
一様連続性の定義を再確認する。写像  が一様連続であるとは、  上の任意の近縁  に
対し、その引き戻し

が  の一様構造  の近縁であることを示すことと同値である。 

1. 連続関数  に対し、関数  を考える。
2.  は明らかに擬距離の公理（非負性、対称性、三角不等式）を満たす。
3.  が  上で連続であることを確認する。三角不等式より、

が成り立つ。  は連続であるため、  のとき右辺は  に収束する。したがって  は連続な擬距離であ
る。
4. 微細一様構造  の定義において、  は「すべての」連続擬距離を含んでいる。ゆえに  である。
5. 定義 3.1 より、  は  の生成系（準基）に含まれる元である。
6. フィルターの性質より  である。この集合はまさに  に他ならない。 

以上より、  は一様連続であることが示された。

4. 一様構造の非一意性に関する考察

考察：なぜ一意的ではないのか

前節で定義した  は、その名の通り位相と両立する「もっとも細かい（最大・最強の）」一様構造である。一方
で、同じ完全正則空間  に対して、より「粗い（小さい）」一様構造を入れることも一般には可能である。

例えば、  上の有界な連続関数全体の族  のみから生成される一様構造  を考える。もし  が非コンパクト
であれば、非有界な連続関数は  に関して一様連続にはならないが、  に関しては一様連続になる。つまり、一
様構造の選択によって「どの関数が一様連続となるか」が変わるのである。

しかし、もし空間がコンパクトかつHausdorffであるならば、すべての連続関数は有界となり、さらに強力な結果と
して「位相と両立する一様構造はただ一つしか存在しない」ことが知られている。次章でこれを証明する。

5. コンパクトHausdorff空間における一様構造の構成と一意性

本章では、空間がコンパクトHausdorff空間である場合、その位相構造から一様構造が自然かつ一意に定まることを自己完
結的に証明する。

5.1 コンパクト空間と対角集合の近傍

定義 5.1（対角集合の近傍フィルター）  位相空間  において、  の対角集合  の積位
相  におけるすべての開近傍の族を基とするフィルターを  とする。すなわち、

f R Wϵ = {(r1, r2) ∣ |r1 − r2| < ϵ}

(f × f)−1(Wϵ) = {(x, y) ∈ X × X ∣ |f(x) − f(y)| < ϵ}

X UF

f : X → R pf(x, y) = |f(x) − f(y)|

pf

pf X × X

|pf(x, y) − pf(x′, y′)| = |f(x) − f(y)| − |f(x′) − f(y′)| ≤ |(f(x) − f(y)) − (f(x′) − f(y′))|∣ ∣≤ |f(x) − f(x′)| + |f(y) − f(y′)|

f (x′, y′) → (x, y) 0 pf

UF Pall pf ∈ Pall

Vpf ,ϵ = {(x, y) ∣ pf(x, y) < ϵ} UF

Vpf ,ϵ ∈ UF (f × f)−1(Wϵ)

f

UF

X

X Cb(X) U0 X

U0 UF

(X, τ) X × X ∆ = {(x, x) ∣ x ∈ X}

τ × τ UC

UC = {V ⊆ X × X ∣ ∃W ∈ τ × τ  s.t. ∆ ⊆ W ⊆ V }
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である。

定理 5.2（コンパクトHausdorff空間における一意性）  コンパクトHausdorff空間  において、位相  を誘導す
る一様構造  はただ一つ存在し、それは対角集合の近傍フィルター  と一致する（すなわち ）。

証明
まず、  を  の位相を誘導する任意の一様構造とする。このとき  となることを示せば一意性が証明さ
れる。証明は  と  の2段階で行う。 

ステップ 1:  の証明
 が  を誘導する一様構造であるとき、任意の一様近縁  の内部（開核）  もまた  の元であり、

 を満たす（一様構造の基本的な性質）。  は  の開集合であるから、  は対角集合  の近傍であ
る。したがって  となり、  が成立する。 

ステップ 2:  の証明
任意の （すなわち  の開近傍）をとる。  を示せばよい。
各点  に対し、  である。  は  を誘導するため、ある対称な近縁 （すなわち 

）が存在し、

を満たすようにできる（ここで  は  の開近傍として選べる）。
さらに、一様構造の公理3より、ある近縁  が存在して  を満たす。 

開集合の族  は  の開被覆である。  はコンパクトであるため、有限個の点  を選んで有
限部分被覆を構成できる。すなわち、

となる。ここで、有限交差性より  とおくと、  である。 

最後に  であることを示す。任意の  をとる。  であるから、被覆の性質よりある 

が存在して  となる。すなわち  である。
また、  であり、  であるから、  である。
これらを合成すると、  となる。すなわち  である。
一方、  より  であるが、  （  より ）であるため、

 も成り立つ。
したがって、  である。 構成時の条件  より、  が導かれる。 

ゆえに  であり、  であるからフィルターの上方集合の性質より  となる。これで  が示さ
れた。 

以上より、  であり、位相と両立する一様構造は唯一  のみであることが証明された。

∣ ∣
(X, τ) τ

U UC U = UC = UF

U (X, τ) U = UC

U ⊆ UC UC ⊆ U

U ⊆ UC

U τ V ∈ U V ∘ U

∆ ⊆ V ∘ ⊆ V V ∘ τ × τ V ∆

V ∈ UC U ⊆ UC

UC ⊆ U

W ∈ UC ∆ W ∈ U

x ∈ X (x, x) ∈ ∆ ⊆ W U τ Vx ∈ U Vx = V −1
x

Vx(x) × Vx(x) ⊆ W

Vx(x) x

Ux ∈ U Ux ∘ Ux ⊆ Vx

{Ux(x) ∣ x ∈ X} X X x1, … , xn

X =
n

⋃
i=1

Uxi
(xi)

U = ⋂n
i=1 Uxi U ∈ U

U ⊆ W (y, z) ∈ U y ∈ X i ∈ {1, … , n}

y ∈ Uxi
(xi) (xi, y) ∈ Uxi

(y, z) ∈ U U ⊆ Uxi
(y, z) ∈ Uxi

(xi, z) ∈ Uxi
∘ Uxi

⊆ Vxi
z ∈ Vxi

(xi)

(xi, y) ∈ Uxi
y ∈ Uxi

(xi) Uxi
⊆ Vxi ∆ ⊆ Uxi Uxi

⊆ Uxi
∘ Uxi

⊆ Vxi

y ∈ Vxi
(xi)

(y, z) ∈ Vxi
(xi) × Vxi

(xi) Vxi
(xi) × Vxi

(xi) ⊆ W (y, z) ∈ W

U ⊆ W U ∈ U W ∈ U UC ⊆ U

U = UC UC
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